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RESUMEN

Esta guía tiene el propósito de introducir a los estudiantes al estudio de las simulaciones 
numéricas, por medio de la construcción de algoritmos basados en el método de diferencias 
f initas, en el cual las funciones de interés evolucionan tanto en el tiempo como en el 
espacio. Se aplica el formalismo desarrollado a un problema específico de propagación 
de las ondas electromagnéticas en un cristal fotónico 2D, formado por barras paralelas de 
sección transversal circular dispuestas en un arreglo rectangular, contenidas en un material 
con diferente respuesta óptica. El texto describe cómo las propiedades ópticas del cristal 
fotónico se pueden estudiar al tener en cuenta dos polarizaciones principales, denominadas 
transversal eléctrica (te) y transversal magnética (tm), desarrolla el formalismo de las 
ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell y presenta su discretización y aplicación al 
mundo computacional. Además, se describe el análisis espectral de las fluctuaciones de los 
campos electromagnéticos, para hallar los modos de propagación permitidos en el cristal. 

Palabras clave: diferencias finitas, cristales fotónicos, polarización, ecuaciones de Maxwell, 
transformada de Fourier.
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INTRODUCCIÓN

El estudio de la propagación de la luz es uno de los problemas que más frutos ha brindado a las 
ciencias físicas. En particular, ha permitido el desarrollo de ideas y conceptos que han permeado 
diferentes áreas del conocimiento como la química, la biología, la teoría de campos entre otros 
(Barut, 1980; Chouhan et al., 2016; Engheta y Ziolkowski, 2006; Jackson, 1998; Li et al., 2008).

La importancia en la comprensión del comportamiento ondulatorio de la luz ha permitido el 
desarrollo de tecnologías que son aplicadas en diversidad de situaciones, desde la polarización 
de las imágenes en un cine 3D, hasta las mejoras en el desempeño de celdas solares basadas 
en distribuciones materiales que semejan estructuras fractales (Su et al., 2013; Yao et al., 2015).

Si bien la propagación de las ondas electromagnéticas se puede describir mediante 
las ecuaciones de Maxwell, su aplicación en diversos tipos de sistemas puede llevar a 
imposibilidades analíticas debido, en parte, a las condiciones de frontera que se deben satisfacer, 
así como a la diversidad de respuestas materiales que pasan de ser pasivas como en los medios 
dieléctricos, a ser activas, como en los metales, materiales ferromagnéticos y materiales no 
lineales que varían su respuesta óptica cuando son sometidos a campos electromagnéticos 
con intensidades muy altas, como los producidos por láseres (He y Cada, 1992; Kumar et al., 2013; 
Zohrabi y Namdar, 2017). Esta diversidad de fenómenos hace que no exista una sola técnica para 
el estudio de la propagación de la luz. Algunas son propuestas con base en respuestas ideales a 
las cuales se les agregan perturbaciones o métodos numéricos en los cuales las soluciones son 
halladas al considerar pequeñas variaciones espaciales y temporales que se dejan evolucionar 
desde una condición inicial en la cual se simula la aplicación de energía al sistema (Kuzmiak 
et al., 1994; Moreno et al., 2002; Soto-Puebla et al., 2004). 

Además de ello, en años recientes el estudio de los cristales fotónicos ha cobrado mucho 
interés en la comunidad científica. Esto se debe a la cantidad de posibles aplicaciones de este 
tipo de estructuras, pues presentan brechas en su espectro de transmisión que son posibles 
de modificar y modular al tener en cuenta parámetros como: diferencia entre los índices de 
refracción de los materiales usados, disposición de los materiales en el espacio (geometría 
espacial) y agentes externos que actúan como controles en las propiedades eléctricas y 
magnéticas de los materiales (Huang et al., 2003; Joannopoulos et al., 2008). Algunas de las 
aplicaciones actuales de este tipo de sistemas se pueden hallar en dispositivos optoelectrónicos 
que funcionan como sensores, así como cristales fotónicos que son usados como sustratos 
para el control de moléculas ultra frías y guías de onda para la construcción de plataformas 
que faciliten la implementación de la computación cuántica (Engheta y Ziolkowski, 2006).

En este documento se pretende entregar al estudiante una guía para el desarrollo de un 
algoritmo basado en el método de diferencias finitas en dominio temporal para la simulación 
de la propagación de la luz en un cristal fotónico 2D. De esa manera, se mostrará cuales son 
los retos tanto de la descripción teórica de las ecuaciones de propagación de la luz, como de 
su implementación computacional en el lenguaje de programación Fortran, un lenguaje de 
bajo nivel diseñado para la optimización de cálculos numéricos. 
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Con este documento, el estudiante podrá ver como los aspectos técnicos de elaborar un 
algoritmo de simulación se basan en el conocimiento de la dinámica propia del sistema a 
estudiar, junto con las ideas matemáticas, desarrolladas en los cursos de cálculo vectorial y de 
ecuaciones diferenciales, que permiten su solución numérica. Los métodos aquí desarrollados 
pueden ser usados en cualquier tipo de simulación computacional en la cual se desee evaluar 
el comportamiento de campos vectoriales con variación espacial y temporal. 

La estructura de este documento es la siguiente: en el segundo capítulo se describe en qué 
consiste el método de diferencias finitas centradas, con una explicación de la discretización 
de las ecuaciones de Maxwell siguiendo la sugerencia dada por Yee (1996), junto con el uso de 
la celda que lleva su nombre, la cual relaciona los campos eléctricos y magnéticos a partir del 
concepto de rotacional. Se describirán los pasos a seguir para la construcción del algoritmo 
que se implementará, junto con observaciones que serán útiles para la mejora de los primeros 
algoritmos. En el tercer capítulo, se describe cómo realizar una transformada de Fourier junto 
con su implementación algorítmica. En el capítulo cuarto, se describe la generalización del 
método de diferencias finitas en dominio temporal, para el caso de medios dispersivos con 
respuesta tipo metálica, así como de su aplicación en estructuras metamateriales. Por último, 
en el capítulo cinco se describe otra forma de discretización para los campos electromagnéticos 
que puede ser implementada en el método de diferencias finitas desarrollado.

Para complementar todo este documento, se anexan las formas básicas de los algoritmos en 
el lenguaje de programación Fortran para que los estudiantes encuentren una herramienta 
de la cual partir y que puedan modificar a su gusto.
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FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA

FUNDAMENTACIÓN METODOLÓGICA

Para el desarrollo de las ideas presentadas en este documento son necesarios los 
conocimientos básicos de la teoría electromagnética, en especial los relacionados con el 
estudio de las ondas electromagnéticas en el espacio, junto con la descripción diferencial de 
las ecuaciones de Maxwell a las cuales se aplica el método de diferencias finitas. Además, se 
requieren conocimientos básicos de programación, sobre todo del diseño de algoritmos con 
bucles de repetición, los cuales son extensamente usados en el método aquí presentado.

Por otra parte, se espera que el estudiante maneje aspectos del cálculo diferencial e integral, 
vitales para la solución de las ecuaciones relacionadas con las respuestas materiales de los 
sistemas. Así mismo, al ser la radiación electromagnética una combinación de campos 
vectoriales, las soluciones propuestas están descritas en lenguaje vectorial, para lo cual es 
necesario tener bases sólidas de algebra lineal. 

Por último, se incita al estudiante a conocer el análisis espectral por medio de la 
transformada de Fourier, la cual es la técnica clave para el análisis de las señales simuladas, 
lo que permitirá conocer las propiedades de los sistemas estudiados por medio de la 
identificación de modos resonantes.

En este documento se desarrollan las ideas con un esquema de: método de solución, 
ecuaciones a resolver e interpretación algorítmica. Todo esto les permitirá a los estudiantes, 
a través del ejemplo resuelto en estas páginas, comenzar a construir sus propios modelos de 
simulación, a partir de las ecuaciones diferenciales que definen su dinámica. 

De manera específica se presentan las ideas aplicadas al ejemplo de cristales fotónicos en 
el siguiente orden:

     a. 	 Método de diferencias finitas, el cual se aplicará como propuesta de solución de las  
	 ecuaciones diferenciales estudiadas.
     b. 	 Ecuaciones de Maxwell en medios materiales sin presencia de cargas ni corrientes.  
	 Estas ecuaciones se resuelven numéricamente para el caso de un cristal fotónico  
	 2D formado por barras paralelas de sección transversal circular dispuestas en un  
	 arreglo 2D rectangular. 
     c. 	 Estructura algorítmica para la búsqueda de la solución. Este apartado está  
	 relacionado con el desarrollo de los algoritmos a partir de la interpretación de las  
	 ecuaciones que se desea simular. Es importante destacar que este tipo de  
	 conocimiento es básico para que los estudiantes aprendan a representar ecuaciones  
	 dinámicas en el lenguaje computacional, con esto se demuestra cómo se puede  
	 convertir el lenguaje formal. 



INGENIERÍA

13

FUNDAMENTACIÓN CURRICULAR Y DIDÁCTICA

Este documento se ha pensado como una aplicación práctica de las ideas desarrolladas en 
los cursos de Física II, Programación, Calculo diferencial e integral de una y varias variables, 
Ecuaciones diferenciales y Algebra lineal. Presenta al estudiante un sistema que puede ser 
estudiado a partir de las ecuaciones diferenciales que lo definen y con un método de fácil 
implementación, pues desarrolla paso a paso los algoritmos necesarios para su estudio. Es 
esencial este tipo de ejercicios académicos, en cuanto permiten al estudiante tener una visión 
un poco más general del alcance de las ideas que se presentan en el aula de clase y con las 
cuales se consigue explicar las propiedades ópticas de sistemas como los cristales fotónicos 
sin la necesidad de ningún tipo de software especializado de simulación. Al principio muchas 
de estas ideas se presentan como un conjunto de cajas negras a las cuales no hay acceso.

Se espera este texto que pueda ser el comienzo de nuevas líneas de investigación y desarrollo 
en la institución y que los estudiantes se sientan atraídos por este tipo de propuestas. 

     d. 	 Discusión de las dificultades que se enfrentan para la construcción del programa de  
	 simulación. Desde el punto de vista del desarrollo de las ideas presentadas, se  
	 discuten las necesidades propias que enfrentará el estudiante al implementar  
	 las soluciones propuestas. En especial, se menciona del manejo de memoria, cómo  
	 las ecuaciones se pueden resolver con el uso arreglos de múltiples dimensiones,  
	 así como la mejora de ciertos aspectos computacionales y de rendimientos si se hace uso  
	 de otros tipos de objetos como los archivos. 
     e. 	 Desarrollo del algoritmo de análisis espectral para el estudio de las propiedades  
	 ópticas de los sistemas simulados por medio de la transformada de Fourier. En este  
	 sentido, se hace especial énfasis en la descripción numérica de las integrales  
	 relacionadas con las transformada de Fourier cuando se pasa de una representación  
	 temporal a una representación en frecuencias. 

Cabe destacar que al final del documento se presentan todos los algoritmos en el lenguaje 
Fortran, los cuales pueden ser aplicados por el estudiante. Para hacerlo no se requieren 
paquetes especiales ni de simulación, solo un compilador que puede ser descargado 
de manera gratuita en la red. Estos algoritmos se presentan en texto plano, para que el 
estudiante pueda explorar como se modifican las diferentes soluciones para las posibles 
condiciones que desee simular. Este aporte es fundamental para continuar un estudio de 
las propiedades de los sistemas fotónicos.
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CAPÍTULO 1:
Método de diferencias finitas en dominio temporal  

(Finite Diference Time Domain – FDTD)

Resumen del capítulo

En este capítulo se presentará el método de diferencias finitas en dominio temporal (Finite 
Diference Time Domain – FDTD) y su aplicación al caso de propagación de las ondas 
electromagnéticas en un cristal fotónico. Primero, se presentan las ecuaciones en diferencias 
finitas centradas, las cuales permiten la discretización de variaciones espaciales y temporales. 
Después, se presentan las ecuaciones de Maxwell para aplicarlas al caso de un cristal fotónico 
2D, se desarrolla el formalismo para las dos polarizaciones principales con las cuales se 
estudian las propiedades ópticas del cristal, además se expondrá la discretización de las 
ecuaciones asociadas. Finalmente, se presenta la construcción de los respectivos algoritmos 
en el lenguaje de programación Fortran.

Diferencias finitas centradas

El método fdtd es una propuesta de solución de las ecuaciones del electromagnetismo 
de Maxwell en un medio material. Este método está basado en un sistema de ecuaciones 
en diferencias parciales, en las cuales se aproxima el valor de la derivada de los campos 
usando una aproximación de diferencias finitas centradas, todo aplicado sobre la celda de 
Yee (Sullivan, 2000; Yee, 1966).

Para este caso, se puede describir los campos eléctrico y magnético en dos modos o 
polarizaciones bien diferenciadas para la propagación de la luz, estas se denominan 
transversal eléctrico (te) y transversal magnético (tm), las cuales tienen asociado un sistema 
de ecuaciones que describe el comportamiento de los campos en un cristal fotónico 2D 
(Joannopoulos et al., 2008). 

Es importante resaltar que, al ser un cristal fotónico, existe una periodicidad en los operadores 
diferenciales que satisfacen los campos, cuyas soluciones pueden escribirse como

En donde           es un campo vectorial (que puede ser el campo eléctrico o magnético),    es 
el vector de onda de la radiación incidente y           es una función periódica descrita en una 
pequeña región del cristal fotónico. 

Por medio de la ecuación (1), la forma de la dependencia del campo vectorial en el cristal 
fotónico queda definida como
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en donde      es un vector que satisface la simetría de traslación del cristal fotónico. Esta última 
relación será la que defina las condiciones de frontera para hallar los modos de propagación 
de la luz al interior del cristal. A esta condición para los campos se la conoce como la condición 
de frontera de Bloch (Kittel, 1966).

Considere una función     que depende del tiempo y el espacio,           . Para discretizar los 
valores de la función tanto espacial como temporalmente se debe considerar las siguientes 
representaciones

	 Un lugar del espacio               se describirá por los índices 
	 Un lugar             estará separado de otro lugar                            por las distancias
	
	 La dependencia temporal    se representará con un índice
	 La separación temporal entre un valor                será

Con estas consideraciones es posible describir el valor de la función en su representación 
discreta como

Las variaciones de la función con respecto de cada una de las variables, al considerar una 
aproximación en diferencias finitas centradas, serán

Estas ecuaciones constituyen el núcleo del método FDTD y, por lo tanto, del algoritmo a desarrollar.

Descripción de las fórmulas para los modos de propagación TE y TM

Considérese un material con permitividad dieléctrica          y permeabilidad magnética        , 
sin presencia de corrientes ni cargas libres. Aquí las ecuaciones de Maxwell (Joannopoulos et 
al., 2008) se pueden escribir de la siguiente manera:
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Y debido a las propiedades del material las relaciones de los campos se pueden escribir como:

El método FDTD, se basa en la relación que existe entre los campos en el sistema de 
ecuaciones diferenciales y supone que el conocimiento del valor del campo      en un lugar 
del espacio depende de los valores del campo       a su alrededor y viceversa. Para poder hacer 
la discretización de las ecuaciones de Maxwell, Yee creó la celda que lleva su nombre y que 
muestra las relaciones que existen entre los campos en un lugar del espacio. 

Para el modo de propagación te se puede escribir para los campos que

De forma tal que la ecuación (6) toma la forma

Para aplicar el método fdtd a las ecuaciones (9) y (10) se debe escoger cuál de los campos se 

actualiza primero. Esto implica que se deben escribir las ecuaciones para los tiempos		

lo que corresponde a una variación temporal. En este caso se actualizarán la ecuación (9) en 

el tiempo	 y la ecuación (10) en el tiempo n. Por otra parte, la relación entre los campos 

en la celda de Yee para el caso 2D será como se ve en la Figura 1. Como se puede apreciar 
la simulación se relaciona para un punto con coordenadas (i, j) en la grilla de simulación. En 
este caso existirán dos subgrillas solapadas en las cuales se referencian los campos eléctrico 
y magnético. En la propuesta de Yee (1996), el valor de uno de los campos está relacionado 
con el rotacional del otro a su alrededor. En el caso presentado en la figura se presenta la 
simulación del rotacional del campo eléctrico alrededor del punto donde se evalúa el campo 
magnético, de esta manera los valores del campo eléctrico quedan localizados en los puntos 
medios de los lados de una de las sub-grillas, mientras que el campo magnético se localiza 
en los extremos de la otra.
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Figura 1 
Relación de los campos en la celda de Yee para el caso 2D, considerando la polarización TE.
Fuente: Elaboración propia

Nota: cómo se puede apreciar son dos mallas solapadas, en las cuales los puntos señalados 
presentan la localización de los campos con respecto a los cuales se realiza la discretización. 

Para la ecuación (9)

Para la ecuación (10) se obtendrán las ecuaciones

En cuanto a la implementación del algoritmo primero se actualizan los campos      y     , y 
luego se actualizan los campos      y     .



DANNY MANUEL CALVO VELASCO

18

Figura 2
Relación de los campos en la celda de Yee para el caso 2D, considerando la polarización TM.
Fuente: Elaboración propia

De forma análoga para los campos en el modo tm, la relación dada por Yee en su propuesta 
de discretización se muestra en la Figura 2. Con esta propuesta se tednrá que

Para esta polarización las ecuaciones (6) toman la forma

En su descripción fdtd las ecuaciones (15) serán

En tanto que la ecuación (16) se podrá escribir como



INGENIERÍA

19

Nota: los valores de los campos en su evolución temporal se toman en la grilla con índice (i, j) 
de la celda de Yee, de ahí que se relacionen los campos alrededor del punto con índices (i, j) de 
la manera sugerida por Yee (1996). En cuanto a la variación temporal, se escogen los campos 
de la grilla y se relacionan temporalmente asignando a los campos diferentes tiempos que 
permitan satisfacer la relación (4). 

Para que el método sea estable es necesario imponer un criterio para la dependencia temporal, 
en este caso el paso en el tiempo debe satisfacer la condición de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) 
(Sullivan, 2000). En el sistema 2D que se presenta aquí, se puede escribir como

Este criterio puede interpretarse como el tiempo mínimo permitido para que la información 
de un punto de la grilla de simulación viaje a otro punto de la grilla, de tal forma que respete 
el postulado de máxima velocidad de propagación permitida por la relatividad especial.

Otra condición necesaria para la evolución de los campos en el tiempo es una fuente que 
brinde energía al sistema, pues al inicio los campos son nulos, es decir, se supone que sus 
valores en el sistema estudiado son cero. En el caso de un medio dispersivo, es posible escoger 
un pulso Gaussiano como fuente de excitación que toma la forma

Aunque en principio cualquier forma de excitar el sistema es permitida, lo que asegura el 
pulso Gaussiano es una manera de excitar modos de propagación permitidos en el sistema 
alrededor de una frecuencia central     . 

Implementación del método fdtd al caso no dispersivo

Para esto, se implementará como guía el procedimiento descrito en el artículo de Ashutosh y 
Pradip (2012). En primer lugar, hay que definir el tipo de material y la geometría de su sección 
transversal, en este caso la forma del cristal puede observarse en la Figura 3. Este sistema 
consiste en un material en bloque con permitividad dieléctrica      con inserciones de barras 
paralelas de un material con permitividad dieléctrica      , de sección trasnversal circular de 
radio r, dispuestas en un arreglo rectangular 2D, de tal manera que los ejes principales de las 
barras se encuentran orientados en la dirección z.
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Figura 3
Descripción de la distribución de los materiales en el cristal fotónico estudiado.
Fuente: Elaboración propia

Figura 4
Celda unitaria y grilla de simulación.
Fuente: Elaboración propia

Nota: las barras tienen una permitividad dieléctrica 2 en tanto que el material que las rodea 
es de permitividad dieléctrica		     son los vectores de traslación definidos para el cristal. 

Para la simulación FDTD hay que definir una grilla de puntos en los cuales se calcularán los 
valores de los campos y su evolución temporal. Como se muestra en la Figura 4, se puede 
definir una grilla para la celda unitaria que define el cristal de tal forma que tenga 	  
particiones a lo largo de la dirección x y 	        particiones a lo largo de la dirección y.

Notas. A la izquierda la celda unitaria definida para el cristal fotónico, a la derecha grilla de 
simulación para el algoritmo fdtd, como puede verse esta grilla tiene         particiones a lo 
largo de la dirección x y          particiones a lo largo de la dirección y.
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Con estas consideraciones se puede definir el paso en las direccione x e y en términos de la 
longitud de los vectores de traslación de la red así:

Ahora, para poder implementar esta grilla de simulación en el algoritmo FDTD, hay que 
definir la función material de permitividad dieléctrica para otorgar a los diferentes puntos de 
simulación las propiedades de los materiales considerados. En este caso, si el centro de las 
barras coincide con el centro de la celda unitaria se puede decir que para la función dieléctrica

donde

donde

En términos de los índices de puntos de la grilla i, j la función dieléctrica se puede definir como

donde al número       se lo conoce como el factor de ocupación de las barras en la celda unitaria, 
el cual es definido como

Forma de los algoritmos y su implementación en arreglos computacionales

Una de las principales dificultades en la construcción de un algoritmo basado en el método 
FDTD es el uso de memoria, es decir, cómo representar la información que se va a propagar 
en el sistema de interés. En este caso se construirán diferentes arreglos en los cuales se 
dispondrá la información tanto de la variación temporal como espacial, para luego realizar el 
análisis espectral que permitirá calcular los modos propagantes.

Para esto en la implementación una propuesta para conocer las evoluciones temporales y 
espaciales para los campos es crear arreglos de la forma                  donde n hace referencia al 
paso del tiempo, i a la posición en la dirección x, j a la posición en la dirección y. Así en el caso 
del modo TE las ecuaciones (11), (12) y (13) se pueden escribir como
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En el caso presentado la evolución temporal de los campos necesita que las ecuaciones 
anteriores sean secuenciales, es decir, se deben ejecutar en el orden planteado. Esto asegura 
que los campos estén bien relacionados espacialmente teniendo en cuenta las actualizaciones 
temporales escogidas al principio.

En cuanto a la conversión de los campos por medio de las ecuaciones materiales (7) estará 
dada por

En el caso de no considerar respuesta magnética se tendrá que

De forma análoga, se tiene que para el modo tm las ecuaciones (17), (18) y (19) tomarán la forma

Resuelto el problema de cómo se realiza la evolución temporal y espacial, otro problema que 
se presenta es el de las condiciones de frontera, estas deben aplicarse en la frontera de la 
grilla de simulación. En el  caso elegido, al ser un cristal fotónico 2D estas condiciones estarán 
definidas a través del teorema de Bloch, ecuaciones (1) y (2), por lo cual el conocimiento del 
comportamiento de los campos puede lograrse solo con una pequeña región del cristal 
fotónico, que en este caso corresponderá a la celda unitaria que lo define (Kittel, 1966).
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Como la implementación de estos algoritmos originalmente se desarrolló en Fortran, 
se hará la discusión de los problemas enfrentados en este lenguaje. En primer lugar, los 
arreglos considerados son finitos, por lo tanto los bordes de la grilla en su representación 
computacional serán los puntos (1,1) y 		          como se muestra en la Figura 5. 

Figura 5
Representación de los puntos de la grilla y descripción de las fronteras.
Fuente: Elaboración propia.

Nota: izquierda representación de los puntos de la grilla en los arreglos para la evolución 
temporal de los campos. Derecha, descripción de las fronteras sobre las cuales se aplican 
las condiciones de frontera de Bloch del cristal fotónico. Las regiones interior y exterior de la 
grilla se designan por        y       respectivamente.

Es importante resaltar que el aspecto computacional y el aspecto de distribución espacial de 
los campos son diferentes, el primero es discreto y el otro una representación de un mosaico.
La aplicación de las condiciones de frontera de Bloch se puede entender como un conjunto 
de relaciones de recurrencia para algunos valores de los campos. En el caso mostrado en la 
Figura 5, los puntos de la frontera son aquellos que se encuentran sobre 	       , estos 
puntos estarán descritos sobre la grilla como:

Sobre

Sobre

Sobre

Sobre

Cabe resaltar que en este esquema los puntos A, B, C y D son contados dos veces. 

Ahora, de acuerdo con las condiciones de Bloch en el cristal fotónico, ecuación (2)
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Donde       es un vector posición en la celda unitaria y      es un vector de translación de la forma

A partir de esta ecuación se definen dos nuevos vectores

Que serán utilizados para definir la dependencia de los campos en las fronteras. Mientras, hay 
que notar que para los puntos en la región       de la Figura 5, los campos y sus dependencias 
funcionales con los puntos alrededor están bien definidos. No obstante, para los puntos en  
que se encuentran alrededor de la frontera      , los campos estarán definidos por

Y así para las demás fronteras de la grilla. Esto hace que los campos en      estén definidos con 
respecto de los campos en       por medio de las relaciones de Bloch, así

Claro está que las relaciones de recurrencia se aplican sobre los puntos que así lo necesiten, 
pues la evolución de los campos ocurre en todos los puntos del sistema a simular.

Hay que analizar la aplicación de estas relaciones de frontera a las ecuaciones computacionales 
que rigen la evolución de los campos para el modo TE, ecuaciones (26), (27) y (28).

La ecuación (26) puede escribirse para la región      y la frontera      en forma de algoritmo como
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La justificación para los campos en la frontera g1 es la siguiente. Como se sabe la relación de 
Bloch para los puntos en       es

En términos de las posiciones (i, j) se tiene que para j = 1

el cual no está definido en el arreglo computacional, a cambio de esto se usa la condición 
de Bloch como

de donde se tiene que

Que es el lugar buscado. En esta justificación no se toma en consideración el componente 
temporal pues los campos están evaluados en el mismo tiempo.

De forma análoga se tiene que para la ecuación (27) y la frontera

Ahora, para la ecuación (28) y las fronteras
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En esta parte del código la última relación es la correspondiente con el punto			 
que no se ha incluido anteriormente.

Así como se tiene que las ecuaciones computacionales para los modos te es posible tener 
ecuaciones similares para los modos tm, ecuaciones (30), (31) y (32) así
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No está de más mencionar que al emplear los campos 		      en todo momento se 
necesita realizar la equivalencia de un campo a otro por medio de las relaciones materiales 
presentadas en la ecuación (29).

Para resumir

· Hasta ahora lo realizado es una pequeña introducción al método FDTD. En las páginas 
anteriores se presentaron las ecuaciones que permiten calcular cómo se comportan los 
campos electromagnéticos en un cristal fotónico formado por barras paralelas de sección 
transversal circular formadas por un material dieléctrico no dispersivo sin respuesta magnética, 
dispuestas en un arreglo rectangular. 

· Se describió la construcción de la función permitividad eléctrica del sistema, así como 
las relaciones de recurrencia para los campos electromagnéticos considerando las 
polarizaciones TE y TM.

· También, se describió la aplicación de las condiciones de frontera de Bloch, así como, su 
implementación algorítmica, específicamente al tomar en cuenta el lenguaje de programación 
Fortran. Se muestra la relación de estabilidad numérica basada en el criterio de Courant-
Friedrichs-Lewy.
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CAPÍTULO 2:
Análisis espectral

Resumen del capítulo

Para realizar el análisis de los modos de propagación permitidos en un cristal fotónico se 
debe contar con un análisis espectral de los modos permitidos en el sistema. En este caso 
la respuesta de la evolución temporal de los algoritmos basados en fdtd deben convertirse 
a su representación en frecuencias, lo cual puede lograrse por medio de la transformada de 
Fourier. En este capítulo se mostrará cómo se puede discretizar la transformada de Fourier 
para lograr el espectro de frecuencias. Una vez conocido el espectro de frecuencias, se 
escogerán aquellos valores de frecuencia en los cuales se presentan picos, como los modos 
resonantes del sistema cristal fotónico, los cuales son calculados para un valor del vector de 
onda de la radiación incidente.

Transformada Discreta de Fourier (Discret Fourier Transformation – DFT)

Considérese la transformada de Fourier

Donde g(t) es una función periódica con periodo T, 

Al escribir de forma discreta se tiene que si N es el número de intervalos entre los cuales está 
divido el periodo, esto es T            , siendo       el espacio temporal, entonces se puede escribir 
una frecuencia fundamental o mínima

Con esta definición la forma discreta de la transformación (35) será

Donde el valor de k se toma para cada frecuencia estudiada en unidades de       , por otra parte, 
la función                      donde     corresponde al valor de la función en el tiempo               solo 
que por simplicidad se escribe el tiempo t en unidades de 

Esta última función es la utilizada para realizar el análisis de la evolución temporal de los 
campos.
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Algunos puntos importantes en la implementación de este algoritmo son:

· La función se supone periódica con periodo T, esto implica que en la implementación del 
algoritmo FDTD se debe esperar a que la señal se estabilice y escoger una parte de toda la 
respuesta temporal para realizar el análisis.
· En este análisis no se tienen en cuenta frecuencias por debajo del valor de 
· La señal se analiza después de que se estabilice; sin embargo, la elección del momento en 
el cual se alcanza la estabilidad es definido por quien realiza el análisis de la señal. 
· Como ya se mencionó, los datos obtenidos están limitados en el muestreo por el tamaño 
de las matrices usadas en el programa. No obstante, esto puede resolverse si se realiza 
directamente la transformación mientras los campos evolucionan o puede exportarse la 
señal de interés a un archivo para un análisis posterior. 

La ecuación (37) equivale a la implementación algorítmica de la DFT. Sin embargo, en el 
algoritmo FDTD aquí presentado el primer valor del tiempo es el lugar n=1 en el arreglo. Este 
lugar corresponde a un tiempo t=0, así la interpretación del DFT procedimentalmente será

La forma del algoritmo para el procesamiento de la señal será

En esta parte del archivo se tiene que:

· La multiplicación por       es opcional, pues solo importarán los picos de resonancia.
· La información que se procesa solo se realiza para ciertos puntos de interés, en este caso la 
información procesada es sobre uno de los campos en el lugar (i, j) de la grilla.
· Se guarda un archivo para la respuesta con cada valor de frecuencia en la cual se realiza el 
análisis. 
· Como ya se mencionó se puede guardar la información para muchos lugares en la grilla, 
para incrementar la localización de diversos modos de resonancia del sistema.
· Hay que recordar que solo los modos propios del sistema sobreviven, lo que equivale a un 
pico de resonancia en el gráfico espectral.
· Se puede optimizar el análisis utilizando la Transformada Rápida de Fourier (Fast Fourier 
Transformation – FFT) pero ese algoritmo no se implementará en esta guía introductoria.
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Análisis espectral sin considerar un arreglo para la parte temporal

Se crea este algoritmo para realizar el análisis de resultados del método FDTD pero sin tener un 
arreglo temporal, en este caso el análisis de los datos se realiza directamente en el algoritmo 
a medida que se van generando las variaciones temporales.

· El análisis se realiza con el método DFT.
· En este algoritmo se usarán diversos puntos para hallar la transformada de Fourier de la 
señal, para hallar los picos de resonancia se sumarán diversos puntos en la celda, el propósito 
es luego tomar estos y realizar un gráfico espectral.

Para realizar la escogencia de los picos se hace necesario un algoritmo que permita la 
comparación de los valores de los puntos en intensidad. Entonces, se procederá como sigue: 
sea           una función discreta que presenta una forma como en la figura 6.

Figura 6
Esquema del diagrama espectral sobre el cual se escogen los máximos entre valores vecinos.
Fuente: Elaboración propia

Entonces los máximos locales se pueden hallar por medio de la comparación de estos en grupos 
de tres, por medio de una condición que definirá el máximo local del grupo. Supongase que 
un máximo se encuentra en la posición j, entonces se tendrá un máximo local si se cumple que

Esta condición de forma algorítmica puede expresarse como

En este cálculo no se incluyen los puntos inicial y final, pues las condiciones impuestas sobre 
ellos pueden dar lugar a máximos locales falsos en la escritura del archivo.
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Con respecto de la transformada de Fourier se tiene que al no usar un arreglo que tenga la 
parte temporal se puede tomar como tiempo inicial n = 0, por lo tanto, se modifica esta parte 
del algoritmo de n — 1 a n.

Por otra parte, para mejorar el rendimiento del algoritmo se puede crear un arreglo diferente 
que guarde la información de uno de los lugares o mejor aún, es posible utilizar la escritura 
de archivos y luego leerlos cuando sea necesario. En la implementación al sustituir los valores 
de los (n, i, j) por solo (i, j) y hacer las variaciones temporales término a término usando la 
recurrencia del método fdtd resulta ser un poco más demorado que las asignaciones de 
memoria (n, i, j) para cada tiempo.

En los programas mostrados en el anexo para el caso de la polarización TM se escriben dos 
archivos:

· fdtdTMvsT.dat – que contiene información de la variación temporal
· fdtdTMvsW.dat – que contiene la transformada de Fourier del primer archivo.

Esto se realizar con el propósito de un mejor uso de memoria, pues al ejecutar se observa 
que no es práctico el uso de arreglos para valores temporales por encima de 11 000 pasos.

Anotaciones sobre el uso de archivos en Fortran

Es posible guardar la información para después utilizarla; sin embargo, hay que recordar 
algunas reglas de uso de los archivos en Fortran, por ejemplo:

· Se debe abrir el archivo con los datos importantes o relevantes del problema.
· Cuando se lee un archivo es importante indicar al puntero de lectura de archivos que vuelva 
a la primera línea del archivo, pues en caso contrario ocurre un error de lectura. Esto pasa 
cuando el archivo guardado debe leerse varias veces, así en un ciclo de lectura del archivo es 
importante añadir la orden rewind(unidad del archivo) para posicionarlo de nuevo al inicio 
del mismo y continuar con una nueva lectura de los datos guardados.
· Un archivo usado para lectura no será cambiado, es mejor crear otro y solicitar luego con la 
orden Close que se destruya el archivo y se remplace.
· Un archivo que contenga los datos así guardados no consumirá o hará uso de memoria, 
pues los datos se acceden al momento de usarlos.
· La orden read(unidad del archivo,*) línea de datos, asocia los datos del archivo con las variables 
de interés del problema elegido. Se espera que el número de columnas en el archivo sea igual 
al número de variables que se usan en el análisis de los datos.
· Es conveniente crear archivos con los datos de programación o las variables usadas para así 
tener información de los sistemas estudiados.

Una forma de crear el archivo se muestra a continuación
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Implementación para el cálculo de los modos 
propios del sistema variando el vector de onda

Para el cálculo de las propiedades del cristal fotónico, el análisis espectral debe realizarse 
considerando un vector de onda, en este caso el vector de onda indica la dirección de 
propagación de la radiación electromagnética al interior del cristal. Es conocido que las 
diferentes direcciones de propagación pueden darse para diferentes valores de frecuencia, 
de esta forma un diagrama de bandas es la relación entre el vector de onda y la frecuencia 
para la cual la radiación electromagnética puede propagarse (Joannopoulos et al., 2008; Kittel, 
1966). Esto en el análisis espectral se ve como picos de resonancia, los cuales son escogidos 
para construir la estructura de bandas. En esta guía se implementará el cálculo de los picos de 
resonancia en una dirección específica para el vector de onda, esta es conocida como dirección       
           , en la cual el vector de onda indica la dirección de propagación de la dirección x en el cristal.

Por otra parte, si se desea conocer los modos propios del sistema hay que considerar que el 
lugar en el cual se suministra energía también debe evolucionar en el tiempo, de acuerdo 
con la evolución del método FDTD. Para esto se permitirá que se suministre energía por un 
tiempo y luego se dejara oscilar libremente el lugar donde se aplicó, dejándolo evolucionar 
bajo el efecto de los demás puntos que lo rodean. En este caso, hay que hacer que el punto 
donde se genera el pulso actúe hasta que haya pasado un tiempo PT para el cual

Así pues, si			       (Sullivan, 2000), el valor de PT será
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Esta condición establece que se deja evolucionar libremente después que la excitación al 
sistema tiene un 1/1010 de su valor original. Es a partir de aquí que el sistema evoluciona con 
sus modos de propagación permitidos. Así, hay que añadir una condición para el pulso en el 
núcleo de la evolución fdtd, una propuesta es

Por otra parte, la implementación para el cálculo de la estructura de bandas en la dirección    
           debe considerar que los valores del vector de onda en esta dirección tienen la forma

Donde N es el número de puntos en los cuales se divide el segmento             y r es el contador 
de los puntos en el segmento. Por lo tanto, la estructura de un programa para esta dirección 
tendrá la forma

Ahora, con la información de la variación temporal guardada en un archivo, se puede utilizar 
este para analizar y realizar el análisis espectral, el cual a su vez se guarda en otro archivo, el 
cual deberá contener la información:
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· maxtime – número de pasos temporales usados en la simulación
· N – número de particiones del segmento gamma-X
· dt – duración del intérvalo temporal
· df – unidad del intervalo de frecuencias

los datos que determinan el tamaño del archivo serán: maxtime y N.

Algo de vital importacia para que el algoritmo que realiza la transformada de Fourier y el 
análisis de los picos de resonancia es poder leer correctamente el archivo con la información 
generada de la evolución temporal los cuales son: r, n, campo. Este último valor es una variable 
compleja. Para hacer el análisis espectral utilizando DFT, se necesita un buen manejo del 
archivo que contiene la información de la evolución temporal, lo cual se implementara de la 
siguiente manera:

En el archivo que se escribe se encontrará la información del espectro de frecuencias para los 
diferentes puntos en la dirección             calculados con el algoritmo de evolución temporal.
 
Para escoger los picos de resonancia se utilizará un arreglo que contenga la información del 
lugar y de la frecuencia que ha sido calculada, para esto se hará algo de la forma

Así, se guarda en un arreglo la información espectral contenida en el archivo. Esto puede 
realizarse después y no necesita ejecutarse en el mismo momento.

Para poder realizar el análisis de los picos se usa el arreglo, pues permite comparar 
rápidamente la información sobre los mismos. Es importante recordar que esto puede ser 
implementado para cualquier dirección en la celda unitaria.

Ahora, para el análisis de los picos se puede proceder de la siguiente manera
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La información contenida en el archivo de los picos de resonancia carece de unidades, por lo 
que solo son lugares en los cuales se ha realizado la comparación, no obstante, estos pueden ser 
cambiados a las unidades que se deseen por medio de la multiplicación de factores de escala.

El archivo entregado tiene entradas de la forma: lugar donde se calcula el pico, valor del 
pico resonancia.

En el programa los archivos creados y utilizados son:

· fdtdTMvsT-g-x.dat – archivo donde se guarda la evolución temporal
· fdtdTMvsW-g-x.dat – archivo donde se guarda el análisis espectral

todo lo anterior también puede ser aplicado al caso del modo TE.

Análisis del espectro de frecuencias comparando los picos 
de resonancia de los espectros para diversos puntos usando 
la transformada discreta de Fourier

Para realizar este tipo de análisis se recogerá la información de diversos puntos de la grilla 
en un archivo que presentará la siguiente estructura: r, n, p, campo(p). donde r es un entero 
asociado al vector de onda, n es el tiempo de simulación, p un entero asociado al punto 
analizado y campo(p) el valor del campo eléctrico o magnético en el punto escogido.

En el núcleo de la evolución temporal fdtd se escogen los puntos y se guardan de acuerdo 
con el siguiente esquema

Para hacer el análisis para cada punto p escogido se implementará el siguiente algoritmo
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Para calcular las resonancias se hará un cambio al algoritmo que compara los picos de 
resonancia, esto pues se deben comparar todos los picos para todos los puntos.

Primero se realizará un algoritmo para la lectura de los datos

Es importante recordar que se están guardando los datos en cada paso del proceso, esto 
para luego realizar análisis que puedan ser útiles. En este caso los datos se están guardado 
en un archivo tipo texto, los valores leídos de los campos se guardan en un arreglo 
campovsW(fre+1,i+1,p), donde se especifica cada uno de los valores mostrados y corresponden 
con la transformada inversa de Fourier. 

Ahora, para ubicar los picos se realiza un análisis para cada punto así

Solo que se modifica el archivo guardado de la comparación así: p, i, j. Donde p es el punto, i 
es el vector de onda y j el valor de la frecuencia en unidades de df.

Para hacer la comparación para cada vector de onda i, se deben comparar los diversos puntos 
p y su respectivo valor de frecuencia j, esto es si para dos puntos distintos p1 y p2 un pico de 
resonancia es el valor j, entonces se guarda dicho valor, y se sigue el mismo proceso para 
todos los valores y todos los puntos.

La implementación algorítmica se realizará de la siguiente manera
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Es importante destacar que este tipo de estructura es para un archivo para el cual no hay la 
información sobre si está creado o no, esto se logra con el comando iostat.

Aquí la información se guarda en un arreglo que tiene un tamaño A(nk, np, nf) que en un 
inicio tiene todos sus valores iguales a cero. Luego, si se encontró alguna resonancia para un 
punto en particular, se cambia dicho valor a 1 para hacer la comparación. La comparación 
de los picos de resonancia para todos los puntos escogidos en el análisis espectral se puede 
realizar con un algoritmo como 

En esta rutina si hay un cero para un valor i,p,j dado, entonces no es una frecuencia propia 
de sistema, por lo tanto hay que salir del bucle de comparación.

Implementación FDTD y análisis DFT

De acuerdo a la estructura algorítmica, los archivos creados son usados para realizar el análisis 
fdtd después de simulado, de tal forma que estos datos puedan ser usados en otro tipo de 
procesos de señales.

Ahora, de acuerdo con otros investigadores del método, se recomienda que el análisis de los 
datos se realice conforme se van obteniendo los mismos, así
De esta forma, se generan los datos que serán analizados al final. En este caso, los datos 
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entregados contienen la información de los puntos estudiados, así como el vector de onda y 
su variación con respecto de la frecuencia, es decir, para cada valor de       se analizan p puntos, 
esta información para cada punto p debe tener la variación del campo con la frecuencia, 
	           , donde su dependencia se verá de la siguiente manera
Los picos mostrados corresponden a máximos locales que pueden ser interpretados como 

Figura 7
Diagrama espectral de una señal periódica en el espectro de frecuencias.
Fuente: Elaboración propia

modos resonantes o propios del sistema estudiado.

Así, al comparar los picos en el diagrama espectral, se puede encontrar las frecuencias propias del 
sistema. La implementación del DFT en el núcleo FDTD se puede realizar de la siguiente manera
Al finalizar este cálculo se debe guardar la información en un archivo, esto se realiza de la 
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siguiente forma:
Algunos resultados preliminares en la implementación mostraron una reducción significativa 

del tiempo de cómputo, tanto así que se pudieron estudiar alrededor de 30 puntos para un 
maxtime=20000 y nk=15, en menos de 30 minutos.

Sin embargo, subsiste el problema de la escogencia de los puntos para el análisis dado el 
tipo de fuente. Esto pues los resultados no son independientes de la región en la grilla de 
simulación estudiada, aunque se deben considerar puntos con baja simetría.
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CAPÍTULO 3:
Método FDTD aplicado a sistemas dispersivos

Resumen del capítulo

En este capítulo se desarrolla el formalismo FDTD para el caso en el cual las respuestas 
materiales son dispersivas, es decir, dependen de la f recuencia de la radiación 
electromagnética incidente. Se trabaja especialmente el caso de materiales metálicos. Así 
mismo, se desarrolla el formalismo para el caso de los metamateriales que son conjuntos de 
circuitos resonantes los cuales presentan una respuesta efectiva para sus funciones dieléctrica 
y magnética que no se halla en la naturaleza.

Respuesta material dispersiva dieléctrica arbitraria

En este apartado se analizará como aplicar el método fdtd a materiales que cambian sus 
propiedades ópticas en función de la frecuencia de la radiación incidente (metales, medios 
polares, metamateriales, entre otros) (Kittel, 1966). Para esto se tomará como referencia al 
trabajo mostrado en el libro de Sullivan (2000), en el cual se realiza el estudio en el caso de 
disposiciones materiales 1D, con respuestas dieléctricas dispersivas de la forma

Con el uso de:

· La transformada inversa de Fourier.
· Una ecuación diferencial auxiliar.
· La transformada Z.

Todas estas técnicas se basan en la descripción de la respuesta en frecuencia usando la 
transformada inversa de Fourier. En este caso solo se desarrollará el formalismo para la 
respuesta dieléctrica, siendo una deducción similar el caso de la respuesta magnética.

Considérese la relación
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En su descripción temporal se tiene que

Donde

Con la condición causal

Los métodos descritos no tienen presente los cristales fotónicos, en donde cada uno de los 
materiales utilizados pueden tener diferentes respuestas a la radiación incidente, para hacer 
un análisis de este tipo hay que tener en cuenta la deducción realizada en el artículo de Sakoda 
et al. (2001), en el que los autores el cálculo de              para dos tipos de materiales: uno con 
respuesta dispersiva y otro sin respuesta dispersiva.

Para aplicarlo al problema elegido se puede ver que

Donde

En ese sentido la ecuación (46) quedaría como

Como se sabe

Entonces, la ecuación (45) tomará la forma
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Si se conoce la transformada de Fourier inversa para una forma específica de 2 se puede 
escribir que

Donde

En el caso de no conocer la forma de g (t) se puede intentar resolver la ecuación (54) 
aproximando la integral de manera discreta, es decir

donde se ha realizado la asignación

·

·

·

Siendo n y r valores enteros correspondientes a la discretización de los intervalos de tiempo 
y frecuencia respectivamente.

Debido a que en este caso g(t) ha sido aproximada con una discretización, el valor de gt para 
un t dado dependerá del tamaño de       y        . En el caso de la simulación FDTD,       corresponde 
al paso temporal de la simulación, mientras que       puede ser escogido de forma arbitraria 
para realizar la integración y no necesariamente es el surgido de la relación 
 
Es importante recordar además que el valor Rmax es aquel para el cual la integral en su forma 
discreta converge al verdadero valor de g(t) para un       escogido. Este método es el usado en 
el caso de no conocer la transformada de Fourier para 

A continuación, se planteará una relación de recurrencia para       a partir de la discretización 
de la ecuación (52). No está de más mencionar que es conveniente buscar una forma explícita 
para la función g(t).

Como 

entonces se puede escribir que
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Donde

Como se observa        es una función que corresponde al peso de        para una frecuencia dada 
cuando se tiene una evolución temporal entre [0,t]. Hay que recordar que esto no corresponde 
a una transformada de Fourier pues no se ha tomado un intervalo en el cual el campo       
sea periódico. 

Entonces, para discretizar       se tiene que:

Donde la discretización se realiza para cada punto de la grilla (i,j), por tal motivo solo se tendrá 
en cuenta la variación temporal para los siguiente. De la ecuación (59) se tiene que

Como se puede ver es una relación recurrente. Así pues, al discretizar la ecuación (56), se 
encuentra que

Si se reordenan algunos términos esta expresión puede escribirse como

Donde
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Entonces, al resolver la ecuación (62) para         se tiene que

Las ecuaciones que añaden a las rutinas del cálculo del método fdtd para actualizar los 
campos a partir del conocimiento del campo      son: (60), (63) y (64). Como ya se mencionó 
estas ecuaciones se deben evaluar para cada punto de la grilla de simulación.

De forma análoga es posible tener una representación para los campos       y       en el caso de 
una respuesta dispersiva μ:μ

Uno de los problemas con esta representación está en las posibles indeterminaciones de la 
función            , pues para valores donde ella se indetermine, sucederá  también en los campos 
E y D. El análisis de estas indeterminaciones debe hacerse usando técnicas propias del cálculo 
y en ocasiones de variables complejas.

Como ya se mencionó, estas dificultades se pueden resolver fácilmente si se conoce el valor 
de la función g(t), ecuación (55), pues la implementación de las ecuaciones (60), (63) y (64) 
depende del valor de Rmax para que las funciones converjan. Asimismo, hay que recordar 
que el paso en frecuencias es diferente al usado en el caso del análisis del espectro al aplicar 
la transformada inversa de Fourier de los campos. Debe tenerse en cuenta que el campo      	
se debe describir para cada valor de frecuencias, así como para cada punto de la grilla y su 
evolución temporal.

Método FDTD al considerar la dispersión tipo Drude, materiales metálicos

Considérese la función dieléctrica (Sakoda et al., 2001)

Para la cual su transformada de Fourier está descrita como

Con este resultado se puede remplazar la función g(t) en la expresión para                y discretizar. 
Añadiendo así la sustitución para              en la rutina para el calculo del método FDTD.

Como se sabe de las ecuaciones (53) y (57) es posible escribir que

Así pues, al remplazar la relación (66) toma la forma
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Si se discretizan estas últimas integrales se tiene que

De forma análoga se puede discretizar

donde se define y discretiza que

Así pues, se tiene que la expresión (68) en su forma discreta será

Al resolver para         se obtiene

Donde además hay que imponer las condiciones             y              a las relaciones (69) y (70) 
respectivamente.

Es importante recordar que cada una de las integrales auxiliares, así como los campos y la 
función s, son evaluadas para lugares de la grilla de simulación, es decir, son evaluadas en la 
posición

Además, todos los campos evaluados toman el valor de 0, pues al inicio no hay energía en 
el sistema simulado. Por otra parte, la notación utilizada es vectorial por lo que en algunos 
casos se deberán definir las variaciones para cada componente de los campos siguiendo las 
relaciones antes encontradas.

En el caso que no exista absorción en el material, esto es en la ecuación (65)           , la 
tranformada de Fourier de la función dieléctrica tomará la forma
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Entonces la ecuación (67) será

Cuya discretización se puede realizar con la relación (69) y con la siguiente relación

Así, la forma discreta de la relación (74) será

Resolviendo para        se tiene que

Otra forma de ver este tipo de discretización es considerar la relación

Donde

Con esta expresión se tiene que

y al resolver para        se tendrá

Método FDTD aplicado a sistemas metamateriales

En este caso se considera una respuesta eléctrica y magnética dispersiva para los materiales 
que constituyen el cristal fotónico. En particular, se considerará la respuesta dispersiva utilizada 
en el artículo  de Reyes et al. (2009):
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Debido a la respuesta dispersiva para los materiales, ecuación (45), es posible escribir para los 
campos eléctrico y magnético lo siguiente

Con

Donde

para lo cual se cumple 	                y 

Es importante recordar que todos los campos al igual que las integrales y la función s son 
evaluados en puntos de la grilla. 

para lo cual se cumple  		 y 	   . De forma análoga se tiene que

donde        y        son las transformadas de Fourier para la respuesta electrica y magnética 
respectivamente. Debido a que la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética pueden 
escribirse como

donde          esta dada como en la ecuación (49). Como ya se mostró para el tipo de respuesta 
dispersiva se obtendrán transformadas de Fourier similares a las mostradas en la ecuación (73) 
tanto para la respuesta eléctrica como para la magnética, por tal motivo habrá una deducción 
similar a la que dirigió a la ecuación (77) para la discretización de los campos. Por ello en el 
núcleo fdtd se puede escribir que
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CAPÍTULO 4:
Método FDTD utilizando un esquema de derivadas, otra deducción

Resumen del capítulo

En este capítulo mostraremos otra forma de expresar las ecuaciones usadas en el núcleo de 
evolución temporal fdtd, en el cual se considera un conjunto de funciones derivables. Este 
método tiene una ventaja sobre el desarrollado anteriormente y es que las ecuaciones no 
dependen explícitamente de la frecuencia de la radiación incidente.

Formulación 

Considérese un sistema no magnético compuesto por barras de un material que posee 
respuesta dispersiva. En el caso de utilizar el vector polarización     (Kittel, 1966; Raman y Fan, 
2010; Sanshui Xiao, 2002) se puede escribir que

Si al considerar que el sistema presenta una respuesta efectiva que puede escribirse como

entonces, se puede escribir para el vector polarización

Por otro lado, en el caso de considerar una variación temporal se podrá escribir que

siendo la función

Donde 	            , funcion que depende exclusivamente de la forma de g(t).

con g(t)=0 cuando t < 0.

Como se puede ver el vector polarización podrá definirse si se conoce la variación temporal 
representada por la función g(t).

Con el uso del vector polarización es posible escribir las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones 
(6) como
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Al usar la ecuación (90) se puede escribir que

Pero de acuerdo con la fórmula de Leibniz se puede escribir que, si una función

de forma que

donde

en caso de ser g(t) una función continua y con valor g0=0, es posible reducir la expresión 
anterior a 

donde

Se puede expresar esta última relación en términos de otras funciones vectoriales que 
dependerán de derivadas de ordenes superiores en la función g(t). Es por esta razón que es 
necesario conocer la forma explícita de la función g(t), pues el proceso de remplazo puede 
continuar si las derivadas de ordenes superior de g(t) no se reducen.

Pero, ¿cuál es el objetivo de este análisis?, se busca expresar       como un sistema de ecuaciones 
que se pueda integrar al esquema fdtd, en el cual no existen integrales explícitas. Como se 
demostró, el uso del vector polarización se puede aplicar a un esquema de diferencias finitas 
al discretizar la integración para el vector    . Esto es posible de hacer en el caso de formas 
específicas para la respuesta material.

En el caso de una respuesta dispersiva tipo Drude sin absorción
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se tiene que

donde se ha hecho uso de la relación

Por lo tanto, al aplicar la fórmula de Leibnitz a la última integral se tiene que

pero de esta última relación se puede hacer 

Es decir, para esta forma específica de la función respuesta se tiene que el sistema de 
ecuaciones a discretizar en un esquema fdtd serán las relaciones (92) y (101)

La ventaja de esta propuesta es que no existe una dependencia explícita con para ninguno 
de los campos.

Ahora, si se aplica este esquema a un cristal fotónico sin tomar en cuenta el vector polarización 
y suponiendo una respuesta dispersiva para la permitividad dieléctrica, la función para este 
sistema será de la forma de la ecuación (48)

Así, la relación (74) se puede escribir como

Si se define

Entonces se tendrá que

Ahora, para el campo                se puede mostrar que
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Y, además

En este esquema se discretizan las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones (6), junto con las 
ecuaciones (104), (105) y (106).

La principal dificultad para implementación de este esquema consiste en decidir cuáles son 
los tiempos para la actualización de los campos, hay que recordar que en el esquema fdtd 
los campos se actualizan en tiempos diferentes.

Para aplicar correctamente el método fdtd se puede proponer actualizar los campos de la 
siguiente manera:

     a. 	 Al actualizar primero el campo

     b. 	 Luego actualizar primer el campo 
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Como se observa las dos propuestas son similares, solo se diferencian en el campo que se actualiza 
primero. Por otra parte, se puede observar que los campos se actualizan siguiendo la secuencia

Además, las variaciones en el espacio se realizan de acuerdo con las relaciones de los campos 
en la celda de Yee.

Además, es posible mostrar que si se considera el vector polarización y se lo aplica a un cristal 
fotónico con barras que presentan dispersión tipo Drude se tiene que

Con

de donde se puede escribir que

donde

Nótese que para              se cumple de nuevo la relación (106). Así, se tiene que de la ecuación 
(92) se puede escribir

Al reemplazar la relación (109) se tiene que

Bajo este esquema, las ecuaciones a discretizar en el formalismo FDTD serán (106), (111) y la relación
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Como puede verse, en este esquema solo son necesarias tres ecuaciones para la evolución 
temporal en el método FDTD. De forma análoga a lo discutido antes se debe escoger como 
se actualizarán los campos, para tal caso se plantean las siguientes propuestas

     a. 	 Al actualizar primero el campo

     b. 	 Al actualizar primero el campo
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ANEXOS
Algoritmos desarrollados

En este apartado se presentan los diferentes algoritmos desarrollados para que los estudiantes 
los usen y modifiquen a gusto. Como ya fue indicado el lenguaje corresponde a Fortran, 
por lo cual se necesitará un compilador que permita su ejecución. Se recomienda utilizar el 
compilador de distribución libre para Windows, así como un ambiente de trabajo como el 
del proyecto Force-Fortran, el cual puede ser hallado en la web (http://force.lepsch.com/p/
download.html). Otra forma de trabajar los algoritmos puede hacerse con la utilidad Cygwin 
la cual emula una consola de Linux en Windows, pueden descargarse de sus librerías los 
correspondientes compiladores para su facilidad de uso (https://www.cygwin.com/). Por último, 
si se cuenta con distribuciones de Linux, es posible instalar un compilador de Fortran si se 
usa el administrador de paquetes.

En principio, estos algoritmos están propuestos para el problema discutido en el documento. 
No obstante, la variación en la geometría y en el tipo de materiales considerados pueden ser 
aplicados fácilmente con las consideraciones presentadas en el documento.

Consideraciones para la implementación algorítmica

Para realizar la implementación numérica del método fdtd se debe tener presente lo siguiente:

   ·  En la implementación numérica se tienen dos tipos diferentes de pulsos que es la manera 
de dar energía al sistema, una de ellas descrita en el artículo de Ashutosh y Pradip (2012), la 
cual es una fuente variable y la otra es la descrita en el libro de Sullivan (2000, p. 50) ecuación 
37, la cual es un pulso gaussiano.
   ·  El lugar del pulso para la radiación de energía al sistema es arbitrario. Cabe enunciar que 
en la literatura se hace énfasis en la necesidad de tener múltiples fuentes para que se existen 
la mayor cantidad de modos propios del sistema. 
   ·  El análisis de estos datos se debe realizar en puntos de la grilla diferentes a los puntos 
donde se colocan los pulsos.
   ·  Tener presente que el a mayor número de puntos de la grilla de simulación mayor tiempo 
en la propagación de la información.
   ·  La implementación de la dft supone que la señal utilizada es periódica. 
   · El análisis espectral puede hacerse para diferentes puntos y comparar los picos de 
resonancia para todos ellos.

Algoritmo FDTD aplicado al modo TE

En este algoritmo se aplica la evolución temporal para el caso de una grilla cuadrada, de 
barras paralelas de un material dieléctrico de sección transversal circular en aire, al considerar 
el modo te. Se analiza solo un punto de la grilla para realizar la transformada de Fourier y por 
ende el diagrama espectral. La información del cambio de la intensidad del campo estudiado 
con el tiempo está en el archivo fdtdTEvsT-g-x.dat que es entregado por el programa.
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Algoritmo FDTD aplicado al modo TM

En este algoritmo se aplica la evolución temporal para el caso de una grilla cuadrada, de barras 
paralelas de sección transversal circular de un material dieléctrico en aire, al considerar el 
modo TM. Se analiza solo un punto de la grilla para realizar la transformada de Fourier y por 
ende el diagrama espectral. La información del cambio de la intensidad del campo estudiado 
con el tiempo está en el archivo fdtdTMvsT-g-x.dat que es entregado por el programa.
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Algoritmo FDTD para el modo TE al considerar dispersión tipo Drude

En este algoritmo se aplica la evolución temporal para el caso de una grilla cuadrada, de 
barras paralelas de sección transversal circular de un material metálico (dispersión tipo 
Drude) en aire, considerando el modo te. Se analiza solo un punto de la grilla para realizar 
la transformada de Fourier y por ende el diagrama espectral. Incluye el procedimiento para 
calcular el diagrama espectral. 
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Algoritmo FDTD para el modo TE al considerar 
la dispersión tipo Drude y múltiples puntos

En este algoritmo se aplica la evolución temporal para el caso de una grilla cuadrada, de 
barras paralelas de sección transversal circular de un material metálico (dispersión tipo Drude) 
en aire, considerando el modo TE. Se analizan varios puntos de la grilla. Se usa junto con el 
algoritmo DFT mostrado más adelante para el análisis espectral.
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Algoritmo DFT para comparar varios puntos

Algoritmo para el cálculo del diagrama espectral para varios puntos de la grilla. Se comparan 
los diferentes máximos de los puntos estudiados, para hallar los modos de propagación 
propios del sistema. Este programa se aplica a los puntos escogidos para la polarización TE, 
basados en la evolución temporal del algoritmo FDTD.

Se puede cambiar el nombre del archivo para considerar los puntos TM.
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